Correction : Matrice et déterminant de Gram

Partie 1 :

2. (a)

(b)

(]

(d)

(wlw) (ulv)
(wlw) (@lv)
Or, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

G(u,v) = =wlwwlv)—wlvwlw=lul?lvl?-(ul|v)?

[l =lullvl

Donc (u|v)? < ul®|v|?.
Donc:
G(u,v) =0/

Gw,0)=0e (u|v)* = lul®|v|* < || v)| = lullvl.

Donc, d’apres le cas d’égalité dons I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
G(u,v) =0ssi u et v sont colinéaires.

Ona(u|w)=(v|w)=0Donc:

lul?> (wlv) 0 »
Guvw=| wlvy) w2 0 |=]wl? gh)ﬁﬂ?
0 0 Jwl?
Donc G(u, v, w) = |wl?>G(u, v).
Il existe A, p e Rtels que w = Au+ pv.
(ulu) (ulv) (ulw)
Gu,vw)=| (vlw (vlv) (vlw)
Au+pviw Au+pviv) Au+pv|w)

En utilisant la linéarité par rapport a la derniére ligne :

(ulw @lv) (ulw)
vlw) wlv) @lw)
vlw) wlv) @lw)

(wlw W@lv) (ulw)
vlw) wlv) @lw)
(wlw Wlv) (ulw)

G(u,v,w) =1 +u

Orles 1°™ et 3¥™¢ Jignes du premier déterminant sont égales et les 26™¢ et 3¥™€ lignes du second déterminant sont
égales.
Donc: G(u, v, w) =0.

(wlw (ulv)y (ult)
wlw) wlv) @l
(tlw (lv) (In+(]1)

G(u,v,w) =

car(t|lm)=(n|t)=0et(u|n)=(v|n).
En utilisant la linéarité par rapport a la derniere colonne :

(wlw Wlv) (ulo)
(vlw wlv) @lo
(tlw) (lv) (£]0)

=G(u, v, t) + | nlI*G(u, v)

Or, d’apres 2.b G(u, v,t) =0, donc:

(wlw (mlv) 0
(vluw wlv) 0
(tlw) lv) (nln)

a(u,v,w) = +

G(u, v, w) = Inl*G(u, v).

o Comme Vect(u, v) ® Vect(u, v)* = E, tout vecteur w est de la forme de la question précédente.
* Si (u, v, w) libre, alors u et v sont non colinéaires. Donc G(u, v) # 0d’apres 1.

De plus, si n =0, alors w = t € Vect(u, v).Donc (u, v, w) liée.
Donc n #0, ainsi || n|| #0.
Donc G(u, v, w) #0
e Si G(u,v,w) #0, alors G(u, v) # 0 et |n]|% # 0.“ Si (u, v, w) liée, alors il existe 11,12, 13 € R tels que Aju+
Av+Azw =0et (11,42,13) #(0,0,0)
- SiA3=0,alors L;u+Av=0.
Or G(u, v) # 0 donc u et v non colinéaires donc A; = 1, = 0 ce qui est absurde.



- Onadonc A3 #0. Donc w = —’11”/1—?2”. Ainsi w est combinaison linéaire de u et v.

D’ou w =t et n =0 ce qui contredit || nll2 #0.
Donc (i, v, w) libre.

Ainsi (u, v, w) libre ssi G(u, v, w) # 0.
Partie 2 :

1. Ml existe (Aq,...,4,) #(0,...,0) tel que :

Donc: Vi€ [[1,n], ?:1/1]' (uil1j)=0.
Posons C;, Cy, les colonnes de Gram (uy,..., uy).
Alors : Z;?zl AjCj=0,donc (Cy,...,Cp) liée.
Doncrg(Gram (uy,...,uy,)) < n.
Ainsi Gram (uy,..., un) n'est pas inversible.
Dou G(uy,...,un) =0.
2. (a) Soitje[l,n],ona:
n
uj = Z ak,jek.
k=1
Donc:
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(b) Posons AT - A= (m,-j) € M,(® Soient i, j 1, ],

n
mij = Z Ay, i Ak, j = (u,- | uj)
k=1

Donc:
AT A= Gram(uy,..., Uy).

(]

G(u-,up) =det(A” - A) = det(AT) - det(A) = det(A)*.

Comme A est une matrice de passage, A€ GL,(R) doncdetA#0. Ainsi G (u,..., ) > 0.

3. (a) Voir cours.

(b) o
(erler) -+ (erlep)
G(er,....ep,x) =G(er,...,ep, xp+n) = : :
(epler) - (eplep)
(xplen) - (xplep)

car (x| x) = (xp+n|xp+n) = |xpl? +2(n | xp) + |nl* = | xpl1 + | nl|%.
En utilisant la linéarité par rapport a la derniéere colonne :

(erlen) - (erlep) (eplxr) (e1]er)

G(er,....ep, x) = : : : + :
T (epte) o (eplep) (eplxr) || (eplen)
(xple) - (xplep)  lxpl? (xrler)

=G(el,...,ep,xF)+||n||2G(e1,...,ep)
Or (e1,...,ep, xp) estliée, donc, d’apres 1:G ey, ..., ep, xp) = 0. Ainsi :

G(er,...,ep, xp) = IInIIZG[el,...,ep).

(ep | xk)

(ep | xF)
lxpl? + ()2

(e ep)

(ep | ep)
(xr | ep)

0
In)®



« Comme (ey,...,ep) estlibre, G(ey,...,e,) # 0 donc:

G(er,...,ep, x)

In)? = ———=,
G(er,...,ep)
Donc, comme d(x,F) = ||x||,ona:
Gley,...,ep x
d(x’ F) = M
G(er,....ep)
Partie 3 :
1. ¢ @ est clairement bilinéaire et symétrique.

¢ Soit PeR[x] ¢(BP) = fol P(t)%dt=0et @(PP)=0s fol P(t)%dt =0, or P? est continue et positive donc :
@(PP)=0 o Viel0,1,P()=0&P=0

car P admet une infinité de racines.
¢ Ainsi ¢ définit un produit scalaire sur R[X].
2. (a

1
d= inf [X]f (2=P)dr
PeR, 0

= lim_|£*-P|?
PeR; [X]

= d (X%, R, (X))
(b)
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(©) (1,X) estune base de R, [X], donc, d’apres I1.3.b, d = % Or:
an=1 (xX1x?)=
1x)=3 X|X=
(LX) =3 (X*1x%)=3

1
1

Wl

=3
1 1 .
DoncG(1,X)=| 7 % |=1;
2 3
R
G(Lx,x)=|1 1 I|l==—
( ) 1 1| 2160
3 4 3
Donc:
1
. .
1 180
Partie 4 :
1. e OnaVie[[l,p-1]], F(a;) =0, donc en développant D par rapport a la derniére colonne :
i 1
D= F(ap) a}+b1 a1+l'7,,,1
1 1
a,,,1+b1 ap,1+b,,,1

=F(a)Cp-1 ((11 e, Ap-1, by, rbp—l)-

, Aj
*« Ona:Vie[[L,p]], Fla) =X}, aiJr’bj Dong, en notant C; -+, ¢p, les colonnes de D :

1

p-1 a1+bp
Cp= Z Afjcj"‘/lp :
j=1 1
ap+by



Dong, en effectuant I'opération Cp, — C) — Zf:_ll AjCj,ona:

_1_ .. 1 A, —L

a1 +by ll1+bp,1 Pa1+bp
D= : : :

ap+b; ap+bp-1 ap+bp

=/’lpcp(a1)'”)anyblr---ybn)-

Comme: A, =

-1
[17, (a; + by)

C (al,...,a ,bl,...,b )
) p p p
[1Z, (bp = b))

F(a,,) Cp—l ((11,...,ap_l,bl,...,bp_l) =

2. Montrons le résultat par récurrence sur p.

. pourpzl,ona:C,-(al,b,l):met:

[h<i<j<1 (aj ‘“i)l_hskjsi (bj _bi) - 1x1 =Cy (ay, by)

[Ti<a, j<1 (@i + b)) a1+ by

* Soit p € N*, supposons le résultat vrai pour C,,.

Hf:1 (bp+1 _bi)
M7, (@i +bp+1)
B 7., (ap+1 - ai) Thei<j<p (aj — ai) hzicj<p (bj — bi)
- Hf:ll (ap+1 +bi) ITi<i,j<p (@i + bj)
y ngl (bp+1—bi)

I, (@i +bp+1)

Hlsi<jsp+1 (“j - ai) Hlsi<jsp+1 (bj - bi)

[li<i j<p (ai + bj)

Cp+l (al)-~-rap+lrbl)"' !prrl) = F(aerl)Cp (aly---)aprbl)"' ;bp)

¢ On a donc montré par récurrence que :

[h<i<j<p(@j—a)li<i<j<p(bj—bi)
[i<i,j<plai + bj)

Cp(al,...,ap,bl,...,bp):

3. (@ Ona:
Ap=Cp,-++,p,0,--,p—1)
B Hlsi<jsp(j_ i)Hlsi<jsp((j—1)—(i—l))
- Ihi<ij<pli+1-1)
(H15i<j5p(j B i))z
[hs<ij<pli+j—1
(b)

= d (X", R, [X])?
G(1,X,...,x" 1, x™)
G(LX,...,x" 1)

Or, si l,] € [0, nll,

. . r . 1
(X’lX]):f t'dt = ——
0 i+j+1

Donc:

1 1 1 _1
I S it
n O B "2
G(1,X,...,X") = 3 1 5 n+ =Ant
a1 1 1
n+l n+2 n+3 2n+1

o~



etG(1,X,...,X" 1) =A, Donc:
w = Ani1 _ H1<i<jsn+1(j_ i)? « H1<i,jsn(i+j_1)
Ap Hlsi<jsn(]_l)2 [hs<ijenai+i-1)
M, (n+1-0)?
a M, G+ -1, (j+n) - @n+1)
_ I (n)?
M, 2 Cnel) 2 on )
Donc:
(nh?*
Uy = .
2m!'2n+1)!
(c) Ona:
1x2x---xn 1
O<suy< .
(n+)xn+2)x---x(2n)) 2n+2
1 2 n 1
< —- Xoeoe X —m o
n+l n+2 2n 2n+2
< ]_.]_ X oeee X l .
2n+2
1
<
2n+2
Dong, par théoréme d’encadrement :
lim u,=0.
n—+oo



