
Polynômes d’interpolation de Lagrange

Problème 1 :

1. (a) Comme
∏

j∈�1,n�\{i }
(ai −a j ) ∈R∗, on a :

degLi =
∑

j∈[[1,n]]\{i }
1 = n −1.

(b) Soient i ,k ∈ �1,n�.
• si i ̸= k, alors :

Li (ak ) =

∏
j∈[[1,n]]\{i }

(ak −a j )∏
j∈[[1,n]]\{i }

(ai −a j )
=

(ak −ak )
∏

j∈[[1,n]]\{i ,k}
(ak −a j )∏

j∈[[1,n]]\{i }
(ai −a j )

= 0.

• si i = k, alors :

Li (ak ) =

∏
j∈[[1,n]]\{i }

(ak −a j )∏
j∈[[1,n]]\{i }

(ai −a j )
=

∏
j∈[[1,n]]\{i }

(ak −a j )∏
j∈[[1,n]]\{i }

(ak −a j )
= 1.

Donc :
Li (ak ) = δi ,k .

(c) • Analyse : Supposons qu’il existe (λ1, ...,λn) ∈Rn tel que P =
n∑

i=1
λi Li .

Soit k ∈ �1,n�. On a :

P (ak ) =
n∑

i=1
λi Li (ak ) =

n∑
i=1

λiδi ,k =λk .

Donc :
∀k ∈ �1,n�, λk = P (ak ).

• Synthèse : posons ∀k ∈ �1,n�, λk = P (ak ).

Soit Q = P −
n∑

i=1
λi Li .

– Comme P ∈Rn−1[X ] et ∀i ∈ �1,n�, Li ∈Rn−1[X ], alors Q ∈Rn−1[X ].
– Soit k ∈ �1,n�, on a :

Q(ak ) = P (ak )−
n∑

i=1
λi Li (ak ) = P (ak )−λk = 0.

– Ainsi Q admet au moins n racines distinctes et deg(Q) ≤ n −1. Donc Q = 0. D’où :

P =
n∑

i=1
λi Li .

• Ainsi : il existe un unique (λ1, ...,λn) ∈Rn tel que P =
n∑

i=1
λi Li et :

(λ1, ...,λn) = (P (a1), . . . ,P (an)).

(d) Soit (x1, . . . , xn) ∈Rn .

Soit P ∈Rn−1[X ]. D’après la question précédente, P =
n∑

i=1
P (ai )Li . Donc :

(∀k ∈ �1,n�, P (ak ) = xk ) ⇐⇒ P =
n∑

i=1
xi Li ,

d’après l’unicité des coefficients de la décomposition.

Ainsi : il existe un unique polynôme P ∈Rn−1[X ] tel que pour tout k ∈ �1,n�, P (ak ) = xk et on a : P =
n∑

i=1
xi Li .

(e) i. a1, . . . , an sont deux à deux distincts, donc, pour tout i ∈ [[1,n]], ai est racine simple deΦ. Ainsi :

∀i ∈ [[1,n]] ,Φ′(ai ) ̸= 0.

1



ii. On a :

P =
n∑

i=1
xi Li =

n∑
i=1

xi

∏
j∈�1,n�\{i }

(X −a j )∏
j∈�1,n�\{i }

(ai −a j )
.

OrΦ= (X −ai )
∏

j∈�1,n�\{i }
(X −a j ), donc :

Φ′ = ∏
j∈�1,n�\{i }

(X −a j )+ (X −ai )

( ∏
j∈�1,n�\{i }

(X −a j )

)′
.

Ainsi
Φ′(ai ) = ∏

j∈�1,n�\{i }
(ai −a j ).

Donc :

P =
n∑

i=1
xi

∏
j∈�1,n�\{i }

(X −a j )

Φ′(ai )
.

2. Comme | f | est une fonction continue sur le segment [−1,1], d’après le théorème des bornes atteintes, | f | admet un
maximum.

3. (a) i. ϕ(t ) = 0 ⇐⇒ f (t )−P (t )−λΦ(t ) = 0 ⇐⇒λϕ(t ) = f (t )−P (t )
Or t ∈ [−1,1]\{a1, . . . , an}, doncΦ(t ) ̸= 0, ainsi :

λ= f (t )−P (t )

Φ(t )
convient.

ii. • – Soit i ∈ �1,n�, on a : ϕ(ai ) = f (ai )−P (ai )−λΦ(ai ) = 0.
– ϕ(t ) = 0
Donc ϕ s’annule en a1, . . . an , t ∈ [0,1] ainsi ϕ s’annule n +1 fois au moins sur [−1,1].

• Soient −1 ≤ b1 < ·· · < bn+1 ≤ 1 tels que ϕ s’annule en b j pour tout j ∈ �1,n +1�.
Soit j ∈ �1,n�, ϕ est continue sur [b j ,b j+1], dérivable sur ]b j ,b j+1[ et ϕ(b j ) = ϕ(b j+1). Donc, d’après le
théorème de Rolle, il existe c j ∈]b j ,b j+1[ tel que ϕ′(c j ) = 0. Comme −1 ≤ c1 < ·· · < cn ≤ 1, ϕ′ s’annule au
moins n fois sur [−1,1].

iii. Par récurrence, pour tout k ∈ �0,n�, ϕ(k) s’annule au moins n + 1− k fois sur [−1,1] donc ϕ(n) s’annule au
moins une fois sur [−1,1].

iv. • On a : ∀x ∈ [−1,1], ϕ(n)(x) = f (n)(x)−P (n)(x)−λΦ(n)(x).
Donc : ϕ(n)(a) = f (n)(a)−P (n)(a)−λΦ(n)(a).
Or ϕ(n)(a) = 0 donc :

f (n)(a)−P (n)(a)−λΦ(n)(a) = 0.

• On a degP ≤ n −1 donc P (n) = 0 ainsi :
f (n)(a) =λΦ(n)(a).

• Φ= X n +R avec degR ≤ n −1 doncΦ(n) = (X n)(n) +R(n).
Or degR ≤ n −1 donc R(n) = 0 et :

(X n)(n) = n!

(n −n)!
X n−n = n!

Donc :
Φ(n) = n!

• D’où : f (n)(a) =λn! donc λ= f (n)(a)
n! .

Or : λ= f (t )−P (t )

Φ(t )
, ainsi :

f (t )−P (t ) = f (n)(a)

n!
Φ(t ).

(b) Soit t ∈ [−1,1].
• Si t ∈ {a1, . . . , an} alors :

| f (t )−P (t )| = 0 ≤ Mn

n!
|Φ(t )|.

• Si t ∈ [−1,1] \ {a1, . . . , an} alors :

| f (t )−P (t )| = | f (n)(a)|
n!

|Φ(t )| ≤ Mn

n!
|Φ(t )|.

• Dans tous les cas :

| f (t )−P (t )| ≤ Mn

n!
|Φ(t )|.

On a majoré l’erreur commise en approchant f (t ) par P (t ).
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