Polynomes d’interpolation de Lagrange

Probléeme11:
1. (a Comme [] (a;i—aj)eR* ona:
Jel1,n)\{i}
degLi= ) 1=n-1.
Jell,n\{i}
(b) Soient i, ke [1,n].
e sii#k,alors:

[1 @-a) @-an J] (@%-a)

JelLn]\{i} jell,n]\i,k}

Li(ay) = = =0.

(ai—aj) [ @i-a)

jerLnl\) jell,ni\i

e sii=k, alors:

[T (@ak-ap [l (ax-ap

JelL,n\{i} JelL,n\{i}

L,-(ak) = = =1.

(a; — aj) [T (akx—ap

el i} Jjellnl\i}

Donc:
Li(ay) =0;k.

n
(c) e« Analyse: Supposons qu'il existe (11,...,4,) eR" tel que P = Z AiL;.
i=1
Soitke[1,n].Ona:

n n
Pla) =Y AiLi(a) =Y Aib;x = Ag.
i=1 i=1
Donc:
Vkel[l,n], Ar = P(ay).
o Synthese : posons Yk € [1, n], Ay = P(ag).
n
SoitQ=P-)_ A;L;.
i=1
— Comme PeR,,_;[X]etVie[l,nl, L; € R,_1[X], alors Q € R,,_1[X].
— Soitke[l,n],ona:

n
Qlay) = Plag) — ) AiLi(ar) = P(ag) — Ak = 0.

i=1

- Ainsi Q admet au moins 7 racines distinctes et deg(Q) < n—1. Donc Q =0.D’olt:
n
P=) MAiL;.
i=1

n
e Ainsi: il existe un unique (1y,...,4;) € R" tel que P = Z AiL;et:
i=1

A1, An) = (P(@1), ..., P(an)).

(d) Soit (x1,...,x,) € R™.

n
Soit P € R;,—1[X]. D’apres la question précédente, P = Z P(a;)L;. Donc:
i=1

n
(Vke[l,n], Play) = xp) <= P =) x;iL;,
i=1

d’apres I'unicité des coefficients de la décomposition.
n

Ainsi : il existe un unique polynéme P € R,_; [X] tel que pour tout k € [1,n], P(ay) = xy etona: P = Z Xx;L;.
i=1
() i a,...,a,sontdeux adeux distincts, donc, pour tout i € [1, z]], a; est racine simple de ®. Ainsi :

Yie[1,nl, ®'(a;) #0.



ii. Ona:

n n H (X_aj)

JelL,n]\i}
pP= inLi = in—,
i=1 i=1 [ (ai-ap

JEILn]\{i}

Ord=(X-a) [][] (X-aj),donc:
JEILn]\{i}

!
o= J] (X—aj)+(X—al-)( I1 (X—aj)) .
Jell,n)\{i} JelL,n)\{i}
Ainsi
@)= [] (ai-ap.
Jel1,n]\{i}
Donc:
(X-aj)
X”: jell,n\i}
izl D'(a;)
2. Comme |f]| est une fonction continue sur le segment [—1, 1], d’aprés le théoreme des bornes atteintes, | f| admet un
maximum.

3. @ i @(t)=0e f(t)=P(H)—-AD() =0 < Ap(t) = f(1) - P(1)
Or te[-1,11\{ay,...,a,}, donc ®(r) #0, ainsi :

= f(t) P convient.
(1)
ii. e — Soitie[l,n],ona:e(a;) = f(a;)—P(a;)—A®(a;) =0.

- (p([) =
Donc ¢ s’annule en ay, ... ay, t € [0,1] ainsi ¢ s’annule 7 + 1 fois au moins sur [-1,1].
* Soient =1 < by <--- < by41 = 1 tels que ¢ sannule en b; pour tout j € [1,n+1].
Soit j € [1,n], ¢ est continue sur [bj, bj41], dérivable sur |bj, bj11 et @(b;) = ¢(bj+1). Donc, d’apres le
théoreme de Rolle, il existe c; €]bj, bj+1[ tel que (p’(cj) =0.Comme —-1<¢; <---< ¢, <1, ¢ sannule au
moins »n fois sur [-1,1].
iii. Par récurrence, pour tout k € [0, 7], ¢'®¥ s’annule au moins n + 1 — k fois sur [-1,1] donc ¢ s’annule au
moins une fois sur [-1,1].
iv. e Ona:Vxe[-1,1], " (x) = F(x) - P (x) — 10" (x).
Donc: ¢ (a) = f®(a) - P™ (a) - 10" (a).
Or ¢ (a) =0 donc:
P a) - P"(a)- 10" (a) =0
e OnadegP < n—1donc P™ =0 ainsi:
f(”)(a) — A‘D(n)(ﬂ).

e ®=X"+RavecdegR<n-1donc oW = (x4 gM
OrdegR<n-1donc R™ =0et:

(XM = T xnen

(n—n)!
Donc:
o = n!
. D'otlzf(”)(a) An!donc A = f("r)u(“).

Or: A= Fn- (t),ainsi:
*® (n)
n

fO =P = ! ( )q)(t)

(b) Soit te[-1,1].
e Site{ay,...,a,}alors:

M
If()-P()=0< Tﬁcb(m.

e Site[-1,11\{ay,...,a,} alors:

(n) M,
Fo-pa=L n(“)'|<1>(t)|<—|<1>(r)|

e Dans tous les cas :
M,
If()=P@)=< o |D(2)].

On a majoré lerreur commise en approchant f (t) par P(t).



