Correction du mini-probleme:

Déterminant

(@) (ey,...,ey) estune base de E et une application linéaire est entierement déterminée par I'image d'une base donc
f estbien définie.
(b) e Méthode 1 (avec déterminant) :

1 0 0
0 2 . :
det(f) =detMatg(f)) =| - .. . <l=mnl
0 0 n-1 0
l1-n 2-n ... (n-1)-n n

car il s’agit du déterminant d'une matrice triangulaire.

Ainsi det(f) # 0 donc f est bijective.
¢ Méthode 2 (sans déterminant) :

n
Soient 11,..., A, € R. Supposons que Z Aif(e;) =0.Alors:
i=1

n-1
Z Ailie;+(i—n)ey) + Ayne, =0.
i=1

e,. Donc:

i=

n-1 n-1 n—-1
Or: ) Aiiej+(i—n)ey) +A,ne, = Aiiei+( Aili —n)+Ann
i=1 i=1 1

n—-1 n-1
Y Aiie;+ (Z Aili—n) +Ann) e, =0.
i=1 im1

Comme (ey,...,e,) estlibre,ona:

n-1
Vie[l,n-1],A;i=0et ) Ai(i—n)+A,n=0.

i=1
Donc:Vie[l,n—1]],1;=0et0 :Z;‘:_f)ti(i— n+A,n=A,nainsi1, =0.Dol:
Yie[l,nl,A; =0.

Ainsi (f(e1),..., f(en)) estlibre.
Comme Card ((f(e1),..., f(en)) = n=dim (R"), (f(ey),..., f(e,)) est une base de R".
Ainsi, 'image de la base B par f est une base de R” donc f est bijective.

(@) e Meéthode 1 (avec déterminant) :

1 0 ... ... 0
0 1 . :
detB(C): : .. .. .. : 22,
1 0
1 ... 1 1 2

car il s’agit du déterminant d’'une matrice triangulaire.

Ainsi det 5(C) # 0 donc C est une base de R”.

¢ Méthode 2 (sans déterminant) :
n

Soient 14,...,A, € R. Supposons que Z Aifi =0.Alors:
i=1

n
Y Ailei +en) =0.
i=1
n n n n-1 n
Or: Z Ailej+ey) = Z Aiei + Z Aiey = Z Aiei+(An+ Z Ai)ey. Donc:
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n-1 n
Z Aiej+ (A, + Z Ai)e, =0.

i=1 i=1



(b)

(]

(a)

(b)

(c

Comme (ey,...,ey) estlibre,ona:

n
Vie[l,n—-1],A;=0et(A,+ Y A;)=0.
i=1
Donc:0= (A, +X",A;) =21, ainsi A, =0. D’otr:
Vie[l,n],A;=0.
Ainsi (f1,..., fn) estlibre.

Comme Card ((f,..., fn) = n=dim [R"), (f1,..., fn) est une base de R".
Ainsi, C est une base de R”.

1 0 0
0 1
P=Matg(C) = .
0 0O 1 0
1 1 1 2
Ona: f,; =2e,donce, = %fn.
Deplus,soitie[[l,n—1],e;=fi—e,=fi— %fn
Or P! = Pass(C,B) = Mat¢(B) donc:
1 0 0
0 1
pl= ) .
0 0 1 0
_1 1 1 1
2 2 2 2
1 0 0
0 2 . :
det(A) = det(Matg(f) =| - .. .. - =n!
0 0 n-—1 0
l1-n 2-n ... (n-1)-n n
On a det(B) = det(f) = det(A) donc:
det(B) = n!.

e Méthode 1 (sans formules de changement de base) :
Soit i € [1, n]], on remarque que, dans tous les cas f(e;) =ie; + (i — n)ey,, ainsi :

f(f)=f(e)+ fley) =iej+(i—nle,+ne,=ilej+ey) =1f;.

Donc:
B=diag(,2,...,n).

e Méthode 2 (avec formules de changement de base) :

B =Matc(f) = Pass(C,B)Matg(f)Pass(B,C) = P"1 AP

1 0 . ... 0 1 0 0\(/1 O
o 1 . |l o 2 o 1
0 0 1 0 0 0 n—1 0110

1 1 1 1
-3 -3 —3 3)\1-n 2-n ... m-1)-n njJ\l

1 0 0y(1 O ... 0 1 O

0 1 0 2 0o 2

0 0 1 0110 0 n-1 0 0 ... 0 n-1
1 1 1 1

-3 -3 -3 3 1 2 n-—1 n 0 0 0

Donc: B=diag(1,2,...,n).



