Corrections:
vacances de Noél

Probleme 1 : Matrices magiques

1. Posons MV = (a;)ie[1,n] € Mn,l(R) et MTV = (bi)ie[[l,n]] € Mn'l(R).
Soiti€[[1,n]l,ona:

n n LG &
ai=) mijl=) mijeth;=3 mj;l=) mj.
j=1 j=1 j=1 J=1

n n
M semi-magique ssi 3o(M), Vi€ [1,n]], ) m;j=0o(M)et Y mj;=0(M),
j:l j:l

ssido (M), Vi€ [1,n], a; =o (M) et b; = o (M),
ssido(M), MV=a(M)VetM 'V =0(M)V,
ssi V est un vecteur propre de M et M associé 4 la méme valeur propre.

2. (@ e Soit M= (m) € SMy, soit N = (n;,j) € SMy. Posons 0 (AM + uN) = Ao (M) + po (N).
Soient i, j € [[1, n]l,

n n n
Z(/lml-,j +,un,-'j) ZAZ m,-,j+,uz n; j =Ao(M)+ po(N)=0(AM + uN).
=1 =1 =1

n n n
Y Amgj+pni ) =AY mij+p)Y. nij=Ac(M)+po(N)=0AM+puN).
i=1 i=1 i=1
Donc AM + uN € SM,,.
e Soit M = (m;,j) € MGy, soit N = (n; ;) € MGy. Posons 0 (AM + uN) = Ao (M) + uo (N). D’apres le point précé-
dent: AM +uN € SM,,.

Soit i € [[1, n]],
n n
trAM+uN) =AY mi;+p ) ngi=Ao(M)+po(N) = o(AM + uN).
i=1 i=1
Y Amg j+pn;j) =7 > mi,j+ p > i,
i,jell,nl,i+j=n+1 i,jell,nl,i+j=n+1 i,jell,nl,i+j=n+1
=10 (M) + uo(N) =o(AM + uN).
Donc AM +uN € MG,.

(b) Soit M = (m,-'j) € SM,,, soit N = (ni,j) e SM,,.
Posons MN = (a; ).
Ona:Vi, jell,nl a;j=XY]_, mjkng,;-
e Soiti€[1,n],

n n n n n n
D A=Y ) Mikhgj=) Mk (Z nk,j) =Y mio(N) = a(M)a(N).
j=lk=1 k=1 j=1

j=1 k=1



L]

Soit j € [[1, nl,

n n n n
S ~=zzmi,knk,,-=z(nk]zm, k)-znk]aum (N,
i=1 =1k=1

k=1 i=1 k=1

n n

Donc, en posant 0(MN) = o(M)o(N), on a: Vi € [[1,n]], Z ai,j =0(MN) etVje[1,n], Z aj,j = 0(MN).
i=1 j=1

Donc M N est semi-magique.

3. e Posonso(E)=n
n n
- Soiti € [[1,n], Z =Z =n=o0(E).
= e
- Soit j € [[1,n]], Z Z =n=o0o(E).

tr(E) = Z e = Z 1=n=0(E).
j= i=1
n n
Z €ij= Zei,m—l—i: ZIZYZ:U(E).

i,jell,nl,i+j=n+1 i=1 i=1

Donc E est magique.

4. Soit M =

Donc:

5. (a)

(b)

Pourp—l EP =E=nP7'E.
Soit p € N*, supposons que EP = nP~1E.
Alors EP*! = EP E = nP~'E? = n?~! .nE = nPE.
Ainsi, par récurrence :
Vp=1,E’ =nP'E.

(mi,j) € SMn.

Z e; kmk]) (Z mk]) =(o(M)) = o(M)E,
E= (Z mi,kek,j) = (Z mi,k) = (0(M)) = o (M)E.
k=1 k=1

EM=0(M)E=ME.

Si c #0, M3+ aM?+bM + cl3 = 0. Donc M3 + aM? + bM = —cl3. Ainsi M(M? + aM + bl3) = —cI3. Donc
M= (M? +aM +bL)) = L.
Ainsi M est inversible (et M~ = =L (M? + aM + bl3)).
Onao(M)=tr(M) =0, donc d’apres la question précédente EM = 0, ainsi EMM ™! =0 d’ol1 E = 0 ce qui est
absurde. Donc: ¢ =0.
Onac=0eta=—tr(M)=0.Donc M3+ bM =0.
Posons A = —b, alors : M3 = AM.
Montrons que : Vp € N, M?P*1 = AP M.

- Pour p =0, M?P*1 = M= AP M.

- Soit p €N, supposons que M?P*! = AP M.

Alors :
MPPHOFL Z N2PHL N2 — (AP M) M2 = AP M3 = AP AM = APTI M.

— Ainsi, par récurrence : Vp € N, M?P*1 = AP M.
Comme M est magique, alors, pour tout p € N, M?P*1 = AP M est magique.
Donc pour tout entier p impair, M” est magique.
Ona:MP = (My+ %tr (M)E)p. Or, d’apres 4. EM = ME donc MyE = EM,, ainsi, d’apres la formule du bindme
de Newton :

o

k=0

EaulN

k1 pok
Mg | Str(MDE

p_ktr(M)P‘knP"“‘lMgEJng’.

S EEETT

Montrons que : Yk €N, M E= O'(M())kE.

- Pourk=0,MYE=E= U(Mo)kE
- SoitkeN, supposons que MkE o (Mo)*E.
Comme M,E€ SM,,,ona: Mo € SM,, donc :

MEYE = ME.MoE = 0(Mo) MEE = 0(Mp).0 (Mo)*E = o (M) E.

- Donc, par récurrence : Yk €N, MéCE = O'(Mo)kE.



(a)

(b)

Ainsi :

p-1 1
MP = 1;)( v )3p_ktr(M)”‘knP"“‘la(Mo)’“E+Mg.

p-1
Comme E est magique, alors Z ( l]: ) tr (M)p*knl’*kflg(Mo)kE est magique.
k=0

- 3p-k
My est magique et tr (My) = tr (M) — %tr (M).tr (E) = tr (M) — %tr(M).?) = 0, donc, d’apres la question précé-

dente, M(’f est magique pour p impair.
Ainsi, si p est impair, M” est magique.
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 Pour p =0,posons ag =0 et by =1, alors A? = I, = a, A+ by 4.
» Soit p €N, supposons qu’il existe deux entiers positifs a, et b, tels que : A? = a, A+ b, 14.

AP = A AP = ap A* + by A= ap(A+2L) + byA=(ay+Dby) A+2a,ly.

Posons ap.1 = ap + by, et bpy1 = 2ay. Alors apy1 et by, sont deux entiers positifs tels que AP = api1A+
by+1B.
p+1

* Dongc, par récurrence,pour tout p € N, il existe deux entiers positifs a,, et b, tels que : A” = a, A+ by,Id.

(c) Soit p =2, supposons A” magique. Alors, comme A est magique, A” — a, A est magique. Donc b, 14 est magique.

Orag=0,bp=1,a1=1,b1=0etax=1>0,b,=2>0.Deplus:VpeN, ayy1 = ap + by et by,1 = 2ap, donc, par
récurrence immédiate : Vp =2, by, > 0.

Ainsi I est magique, ce qui est absurde.

Donc A” n’est pas magique.



Probleme 2 : Autour du théoreme de Césaro

(@ o Pourn=2,x2=§donc0<x2<l.
e Soit n =2, supposons que 0 < x, < 1. Alors :

Xp(1+x
ey = o)
1+2x,
et:
Xy (L4 x,) = (1+2x) . Xp—X—1

Xpip—1= -
n+l 1+2x, 1+2x,

1+V5
=2,

2

Or le discriminant associé a x“ —x—1 =0 est A =5 et ses racines sont

or:%5<0<xn<1<%5donc:xi—xn—l>0,ainsixn+1—1>0.

Donc:0< x,41 <1.
e On a donc prouvé par récurrence que :
Vn=20<x,<l.
(b) Soit neN*,
Xp(L+X) = xp(1+2x,)  —X5

1+2x, T 1+2x,

Xn+l—Xn =

Donc (x,,) nen+ €st décroissante.

(c) e Lasuite (x;) est décroissante et minoréela Pl)ar

o Par passage alalimite,onadonc: /= ll(+21

0 donc (x;,) converge vers [ € [0, 1].
.Or:

_l(1+l) 1+1

l= ol=0oul=——<I[=00ul+2li=1+l<1=0.

1+21 1+21

Donc (x,) converge vers 0.

(d) SoitneN*,
1 1 142x, 1 142x,—-(l+x) 1

Xn+l Xn B Xp(1+xp) _x_n_ Xp(1+xp) B xn+1.
(e) Comme limx, =0,ona:lim xn1+1 =1.
Ainsilimu,, = 1.
(f) o Soit n e N*,

Donc, par sommes télescopiques :

1( 1 1)
Up=— -—1.
n\xp1 X1

e Comme limu, =1, par théoréeme de Césaro, limv, = 1.
: * . __1 1
Or, soitneN*,ona: v, = rriaE
. 1 _ 1 . P 1 _ . _
Dogc. ——=vp+ n,.a1n51 :lim =1 donclimnx,.; =1.
Orlimx,,1 =0, dotulim(n+1)x,+1 = 1.
Ainsi :

lim nx,=1.
n—+oo
(a) Posons ! =1lim xy, alorslim(x;+1—x,)=1—-1=0.
Donc la suite (x,+1 — X) e+ converge vers 0.
(b) i. Posons:VneN*, u, =x,11— Xn.
Alors, comme lim u,, = [, on a, d’apres le théoreme de Césaro : limv,, = I.
Or, soit n € N*,
1 1

Un= (X1 — Xk) = E(XVH—I - X1),

1
ni=1
par somme télescopique.

Ainsi: lim £ (x,41 —x7) = 1.

Orlim 21 =0, d’ott lim =L = |,

De plus, lim -5 = 1 donc, par produit : lim Inel -,

n+l
Donc:

lim 2 = 1.
n



ii. SoitneN*,ona:x,=3"n.
Orlim 2% =1 #0etlimn = +oo donc:
+oo sil>0

fim x ={ —co sil<O0.

iii. Posons:VneN*, x, =Inn.
Soit n e N*,

1
Xpti1—Xp=In(n+1)—In(n) =1ln (1 + >

Donc lim(x,+1 — x,) = 0 et (x,) diverge.
Ainsi, dans le cas ot I = 0, la suite (x,) ,en+ N'est pas nécessairement convergente.

(@) SoitneN,

1 1-1+(=-D"1 14 (=1pn*!
vp=— 3 (-DF=— = :
n i n 1—-(-1) 2n

Ainsi, comme (~1 + (—=1)"*1) est bornée et lim ﬁ =0,ona:
limv, =0.

(b) Ona (v,) qui converge et (u,) qui n’a pas de limite. Ainsi la réciproque du théoréme de Césaro est fausse.
(a) Soit n e N*, comme (u,) est croissante, on a:

2n 2n
Y owk= ) ups=@n—(n+ D)+ Diper = nlg,
k=n+1 k=n+1

(b) Soit neN*,
1 2n 1 2n n 1
Ups1 S — ) Up=—[D up— ) up|=—Qnvap—nvy) =202, - vp.
Ly ] n\k=1 k=1 n

() e (vy) estconvergente donc bornée, ainsi (2vy;, — v,;) est bornée. Donc (1) est majorée.
e (uy) est croissante et majorée donc (u,,) converge.
e Posons [ =1im u,, alors, d’aprés le théoréme de Césaro, lim v, = [ donc:

limu, =limv,.

(d) On amontré que si (1) est croissante, alors la réciproque du théoreme de Césaro est vraie.



