Exemples du chapitre 25 :
Espaces préhilbertiens réels

> Exemple 1:
1. Onpose:

1
vf,geCl(-1,1]), <f,g>:f1f(t)g(t)(1—tz)dt.

Montrer que <, > est un produit scalaire sur CO([-1,1D).
2. Onpose:

n
VRQeR,(X],<PQ>=) PP Q" .
k=0

Montrer que <, > est un produit scalaire sur R, [X].

> Exemple 2: Soient f, g € L(E) tels que:
VxeE, [fll =Ilgx)l.

Montrer que :
Vx,y€E, (f(0If(y) = (x)Igy)).

> Exemple 3: Soient ay, ..., ay, b,..., by, c1,...,cy € RY. Montrer que :

n 2 n , n )
(Z akbkck) =< (Z akck) (Z bkck) .
k=1 k=1 k=1

> Exemple 4: Soient 0 < a < b, montrer que::

Inb-Ina< .
vab

> Exemple 5: Soit A={(x,),z2) € R3, X+2y+3z=1}. Déterminer :

min (x* +y* +2%).
(x,y,2)€A

> Exemple 6: Soit E = R3 muni du produit scalaire usuel et soit F = {(x,y,2) € E, x+ y—z = 0}.
Déterminer FL.

o> Exemple 7: Soit n € N*, soit E = R,[X] muni du produit scalaire défini par :
1
VBQEeE, <BQ >:f P(HQ(t) dt.
0

Soit P € R,—1 [X]*\ {0}
Calculer le degré de P.

> Exemple 8: Soit E =C°%([-1,1]) muni du produit scalaire défini par :

1
Vf,g€E <f,g >:f fHgdt.
-1
Soient F I’ensemble des fonctions paires de E et G 'ensemble des fonctions impaires de E. Montrer que :

F=G" .



> Exemple 9: Soit (E,<.,.>) un espace euclidien. On pose, pour tout a € E :

fa: E — R o ®: E — L(ER
X - <x,a> a — fa

1. Montrer que ® est un isomorphisme.
2. En déduire que pour toute forme linéaire ¢ € L(E,R), il existe un unique a € E tel que :

VxeE, px)=<x,a>.

> Exemple 10: Orthonormaliser la famille ((1,1,1),(1,0,-1),(-1,2,3)) pour le produit scalaire usuel de R3.

> Exemple 11: Soit E = R; [X] muni du produit scalaire défini par :
1
VPQEeE,<PQ>= f tP(H)Q(1) dt.
0

Orthonormaliser la base canonique de E.

> Exemple 12: Soit (E, <,>) un espace euclidien. Soit f € L(E) telque: Vx € E, < x, f(x) >= 0. Montrer que ker(f) et Im (f)
sont supplémentaires orthogonaux.

o> Exemple 13: Soit E = R3 muni du produit scalaire usuel et soit F = {(x,y,2) € E, x+y—z = 0}.
Déterminer 'expression de la projection orthogonale sur F.

> Exemple 14: Soit E = R3 muni du produit scalaire usuel. Soient x = (1,2,3) et F = {(x,y,2) € E, x + 2y — z = 0}. Calculer
d(x,F).

o> Exemple 15:  Soit E =R, [X], soient ay, ..., a, des réels distincts. On pose :

n
YRQEE, (PIQ) =) Plax)Qay).
k=0
. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur E.
. Déterminer une base orthonormée de E.
. Soit F={P € E, Y.}_, P(ay) = 0}. Déterminer F*.
. Soit Q € E, calculer d(Q, F).
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