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I Limite d'une fonction en un point

W\,
Exercice 1: L1X
Etudier les limites suivantes :
x%+e*
1. —— en +oo,
In(x) + x

Vv3x+1-4
2. —5 en>b,
x—

X2 —(a+)x+a
3. ﬁenaeﬂ%,
B-a

In(1 + x?
Meno

X

esmx +x

5. ——— en +oo.
vx—1
W\,
Exercice 2 :
Etudier les limites suivantes :
B +x%+5
1. —5——— en+oo,
5x°—-x+2

2. Vx2+2x—xen+oo,

tanb5x

’

- en0,
sinx
X 42x+7
et+e ¥
X
en +oo.

en +oo,

5.

1+=
X
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Exercice 3: AR
Etudier les limites suivantes :
x*+1
sin? x
sinx —sin5x
2. —— —— €én 0,
sinx +sinb5x

tanx—sinx
3. —3 ——en 0,
X

1.

en 0,

Exercices du chapitre 13 : 2025/2026
Limites et continuité

1

sin X

: en0,
ex+1
sin? x —sin®a

5, ——————ena#0.
x2 — g2 7
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Exercice 4: (%) .
Soit f: R — R périodique telle que : lim_. ;o f(x) = a olt a € R. Montrer que f est constante.

Exercice 5: (*x%)

On considere la fonction :
f: R - R
(_I)Lllxj
x —

Montrer que f n’admet pas de limite finie en 0.
A-t-on lin})f(x) = +00?
X

W\,

Exercice 6: L1 On pose:

1
fix— xLxJ.
Etudier la limite de f en:
1. 0, 4 2
2.2, 3
1
3. E’ 5. +oo.
W\,
Exercice 7: =3
Calculer :
x— |x]

xiToo X+ [x]
Exercice 8: (x)
Déterminer si elle existe, la limite en a de f fonction définie sur I ou :
1. I=R*, f(x) = sinxcos%, a=0,
2. I=R*, f(x)= cosxsini,
3. I=10,3[, f(x)=cosx+ [tanx], a= 7,
4

. I=10,m\ {5}, f(x) =cosx+[tanx], a= 7.

a=0,



II Continuité en un point

W\,
Exercice 9: |
Etudier la continuité des applications définies par :
L fx)=x-Lx] - (x—[x])?
2. fo =DM - 1x - 3),

_ xsin(%) six#0
3 f(x)—{ 0six=0
exp(Arctanx)-1 .
—_ 0
4. f(x)= x six# .
f { 1six=0
W\,
Exercice 10: JARY
1. Etudier la continuité de
f:r R - R

X — x+2|x]-2vx-|x]

2. Lafonction f suivante est-elle prolongeable par continuité en 0?

f: R* —- R
X — (1+x2)1/x2

Exercice 11: (%)

Déterminer si les fonctions suivantes sont prolongeables par continuité en 0 :

L f(x)=xl1], 4. f(x)=1+x)7,
2. fx) =4 5. f(x) =cos(d),

=,
3. f(x) =exp(d), 6. f(x)=xcos(1).

Exercice 12: (%)
Trouver toutes les applications f : R — R continues en 0 telles que :

VxeR, f(3x) = f(x).

Exercice 13: (%)
Etudier la continuité de la fonction f définie par :
f: R —- R
X 0 sixe@
Xx sinon.

Exercice 14: (xx%)

1. Montrer que si f et g sont continues de R dans R et coincident sur @, alors f = g sur
R.

2. Soient f, g:R — R continues telles que Vx € Q, f(x) < g(x).

(a) Montrer que f < g.
(b) Montrer qu’'on n’a pas nécessairement : Vx € R, f(x) < g(x).

III Continuité sur un intervalle

N
Exercice 15: AR

Montrer que I'équation x'”

= x! + 1 admet au moins une solution x € R*.

Exercice 16: (%)
Soient f, g € C°([0,1],R) telles que f(0) = g(1) =0 et f(1) = g(0) = 1. Montrer que :

YAeRY, 3x€[0,1], f(x) = Ag(x).

Exercice 17 : (%)
Soient a < b et soient f,g € C%la, b)) telles que f(a) = g(b) et f(b) = g(a). Montrer qu’il
existe c € [a, b] tel que :

flc)=glo).

Exercice 18: (%)
Soient a < b et soit f € C°([a, b]). Montrer qu'il existe c € [a, b] tel que :

fl@-2f)+ f(b)=0.

Exercice 19: (%)
Déterminer toutes les fonctions f continues sur R telles que :

VxeR, f(x)? = f(x)

Exercice 20: (%)
Soit f une fonction continue sur [0,1] telle que f(0) = f(1). Montrer qu'il existe c € [0, %] tel
que:

f(c):f(c+% .

Exercice 21 : (x%)
Soit f:R* — R* continue. On suppose que :
X
lim u =Il<1.
x—+00 X
Montrer qu'il existe ¢ € R* tel que :

flo)=c.



Exercice 22: (x%)
Soit f € C°([0,1],R) telle que f£(0) = f(1). Montrer que :

VneN* Ixe [o,1],f(x+%) = f(x).

Exercice 23 : (xx%)
Soient a < b, soient f, g: [a, b] — [a, b] des fonctions continues telles que fog=go f.
Montrer qu’il existe x € [a, b] tel que f(xg) = g(xo)-

Exercice 24 : (xx%)
Soit f une application de d’intervalle I dans R continue et injective.
Montrer que f est monotone.

Exercice 25: (x)  Soit f € C°([1,3] telle que:

2

_,.zf(%+1)+f(2+sinx)=5f(x)+2-

Vxe [1,3],,‘(%1

1. Montrer qu'il existe x1, x2 € [1,3] tels que :
Vxe[L3], f(x1) < f(x) = f(x2).

2. Montrer que f(x1) = -2 et que f(x2) = —2.
3. Que peut-on en conclure sur f?

Exercice 26: (%)

Soit f : R — R, bornée sur R et g : R — R continue sur R. Montrer que go f et fo g sont
bornées sur R.

Exercice 27 : (x%)
Soit f:R** — R continue telle que :

/0=l 7= 100,

Montrer que f admet un minimum sur sur R**.

Exercice 28: (%)
Soit f une fonction continue sur R telle que :

xgrpoof(x) =acRet xgglmf(x) =beR.

Montrer que [ est bornée.

Exercice 29: (x*)
Soienta,beR, a< bet f:[a,b] — R continue. Montrer que :

sup f(x)= sup f(x)et inf f(x)= inf f(x).
x€la,bl x€la,b] x€la,bl x€la,b]

Exercice 30: (x%)

Soient f et g deux fonctions continues de [-1,1] dans R.

On définit pour tout x € R, la fonction M(x) = sup (f(#)+xg(#)
re[-1,1]

1. Montrer que M : R — R est bien définie.
2. Montrer que :

Vh>0,VxeR, M(x+h)<sMx)+h sup g

et Mx+h=Mx)+h inf g.
te[-1,1] tel=1,1]

3. Montrer qu’il existe K = 0 tel que : pour tout (a, x) € R2, |M(x) — M(a)| < K|x—al. En
déduire que M : R — R est continue.

Exercice 31: (%)
On considere la fonction suivante :

\N
=
—
|
==~ 2

1
+ g
1. Montrer que f est bijective.

2. Déterminer :
lim fl@™".
n—+oo

L1
Exercice 32: (%) .

Soit f la fonction définie par : f(x) = 1In|<3|.
1. Comparer f(%) et f(x).

2. On désigne par ¢ la restriction de f a ] —1,1[. Montrer que ¢ est une bijection de
]-1,1[dans R.

3. Déterminer la fonction ™1 o f.

Exercice 33: (xx%)
Soit f :R — R définie par:

x—1sixeQ

Vxe[R,f(X):{ x+1sixeR\Q °

Montrer que f est bijective et discontinue en tout point de R.
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