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Exercices du chapitre 14 :

2025/2026

Dérivabilité

I Nombre dérivé, fonction dérivée

W\,
Exercice 1: AR
Soit I un intervalle ouvert de R, soient a € I et f € F(I,R) dérivable en a. Calculer :

2y _
limf(a+h) f(a+h).
h—0 h

Exercice2: (%)
Soit f € F(1-1,1[,R) dérivable en 0, soient (a;,) et (b,) des suites convergeant vers 0 et telles

fbn)—flan)

que:VneN, -1<a, <0< b, <1. Montrer que la suite ( i ) converge vers f(0).

Exercice3: (%)
Soit f la fonction définie sur] —1,1[ par: f(x) =

1o _
T cos - six#0et f(0) =0.

Injx]
1. Montrer que f est dérivable sur]—1,1].

2. On considere les suites définies par :
1 1

VneN, u, = Vv, =
' Z+2nn’

= .
-5 +2nm

Calculer les limites des suites (f'(uy)) et (f (vp)).
3. En déduire que la fonction f’ n’est pas bornée au voisinage de 0.

Exercice4: (%)
Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions suivantes :

1. fi:[-1,1] = R, x — v/ xArcsin (x),

2. f>:1-1,1]1 = R, x— y/x3Arcsin (x),

{ Xln(x) six#0
0

3. f3:R* >R, x— Gre0 -

Exercice5: (%)
Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions suivantes :

1. fi:R* >R, x— Vx"1+x" ot neN*,

.1 .
xsin<- six#0
2. (X X . )
faix { 0 six=0
2 .1 .
x“sin=  six#0
. — X
3 faix {0 six=0 "~

W\,
Exercice 6:
On consideére la fonction définie par :

Vxe [g,n[,f(x) = v

1. Montrer que f réalise une bijection vers un intervalle que I'on précisera.

2. Sans déterminer f~!, montrer que f~! est dérivable sur un intervalle que I'on préci-
sera et calculer (f~1)'.

II Propriétés des fonctions dérivables

W\,
Exercice 7: 13
Soit T € R*. Soit f une fonction dérivable et T-périodique.
Montrer que f’ s’annule une infinité de fois.

W\,
Exercice 8: <
Soient a, b, c € R.
Montrer que I'équation 5ax*+3bx%+2cx = a+ b+ c aune solution dans ]0, 1[.

W\,
Exercice9: <
Soit f de classe C! sur [-1,1] et deux fois dérivable sur ] — 1, 1] telle que f(-1)=-1, f(0)=0
et f(1) = 1. Montrer que :

Jcel-1,1[, f"(c) = 0.
N

Exercice 10:
Soit f:[0,1] — R une fonction dérivable telle que f(0) =1et f(1) =e.
Montrer qu’il existe c €]0,1[ tel que :

') =f(o.

Exercice 11: (%)
Soient a, b, A € R tels que 0 < a < b, soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur
la, b[ telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que :

Jce€la,bl, f'(c) = —A@.



W\,

Exercice 12: (%) Soient a,b e Rtels que a < b, soient f, g € F([a, b],R) continues sur [a, b 3
0 d 1.8 (la, b1, B L, b] Exercice 17: 1Y Montrer que:

et dérivables sur ] a, b[. Montrer qu’il existe c €]a, b tel que :

(F(b) - f(@)g'(©) = (g(b) - g(@) f(©). VkeN* <@kl L
k+1 k k

Exercice 13: (x%)

. . . . . E ice 18: (x i R — R déri le. Ml > 0, il exi > 1
Soit a € R. Soit f une fonction continue sur [a, +oo[ et dérivable sur ]a, +ool telle que : xercice 18: (x) Soit f dérivable. Montrer que pour tout x > 0, il existe ¢ > 0 te

que:
lim f(x) = f(a). F) = f=x)=x(f'(©) + f'(=c).
X—+00
On pose : Exercice 19: (x) Déterminer, si elle existe, la limite suivante :
g 01 = R 1 . li 3{sh 1 h 1
Lo f(i+a-1) six#0 i (M2 T v 2
fl@ six=0.
1. Montrer que g est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[. . %
2. En déduire qu'’il existe ¢ €]a, +ool tel que : Exercice20: (x) *
Montrer que :
! _ X x+1
fe=0. Vx€R+*,(—1+x <es< _1+x) .
X X
Exercice 14: (xx%) L.
. L e . . En déduire :
Soit f une application définie et continue sur [a,+oo|, dérivable sur ]a,+oo[ telle que (n+1)" (n+1)n*!
limy— 100 f (X) = f(a). Montrer que : vneN", o <e'< o .
E|JCO €la, +ool, f’(x0)=0. Wz,

Exercice 21 : |
Exercice 15: (%) Soit I un intervalle de R, soient n,k,l e Ntelsque0O<l<ket0<l<n,

soit f € F(I,R) n fois dérivable sur I. On suppose que f admet au moins k zéros dans I.
Montrer que f¥ admet au moins k — [ zéros dans I.

1. On définit la suite (u,) par:

1
ueR,VnelN, un+1:2+§sinun.
]

Exercice 16: (% x)

i ) ) » Etudier la convergence de (u;,).
1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[. Montrer que :

2. On définit la suite (u,) par:

Jcela,bl, f'(c)(gb) —g(a) = g () (f(b) - f(a)).
upeR,VneN, u,+1 =cosuy.

2. En déduire la regle de LHépital : si f et g sont deux fonctions continues sur V =
1xo — @, xo + a[ et dérivables sur V' \ {xo}, telles que f(xp) = g(x0) =0, et: Vx € V'\ {xp},
g'(x) #0. Montrer que :

Etudier la convergence de (u,).

Exercice 22 : (%)

f(x) fx) Montrer les inégalités suivantes :
im ——=/= lim ——=1. * + n+l
x—xo g'(x) x—xo g(x) 1. VneN*, VxeR", x""" - (n+1)x+n=0,
2. Vx€]-1,+00], % <ln(l+x) <zx,
3. Application : calculer les limites suivantes : P
3. Vx€[0,Z], xcosx < 71’—6,
. Xx-—sinx . In(Q+x)—-x 2 y—-x — . y-x
}CILI(I) P }CIE(I) 2 . 4. Y(x,y) €[0,1[%, x <y, === <Arcsiny —Arcsinx < =



NUY s,
Exercice 23: L1 Soit: Exercice 31: 13 Déterminer, pour tout n € N, la dérivée n'*™€ de :

f: 10,400 — R 1. fi:x— cosx,

~1/x?

x = e 2. fr:x— e'sinx,
Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et que son prolongement par continuité 3. frix— (P+x2+1)e .
en 0 est dérivable en 0. Exercice 32: (%x%)
Exercice 24 (%) Calculer la dérivée nziéme de f:x— x"(1+x)".

n
Etudier la dérivabilit¢ en 1 de f:[-1,1] — R, x — v xArcsin x. En déduire ) | " )
e
k=0

Exercice 25: (x%)

Résoudre I'équation différentielle sur R : Exercice 33: (x+)

Soit n € N. Déterminer la dérivée (n + 1)-ieme de :
x(x-1)y +Rx-1y=1.

foix— x"el*,
Exercice 26 : (xx) Résoudre I'équation différentielle suivante en utilisant la méthode de | Exercice 34: (xx)
variation de la constante : Soit f € C*([0,1]) telle que :

! _ 4:
Xy —2y-x =0 VneN,Vxe[0,1], [£™ @)l < x.

Exercice 27 : (% %)

" ) . . Montrer que f est la fonction constante nulle.
Résoudre I'équation différentielle suivante :

y'+y=Ixl+1. IV Fonctions convexes
NP
III Fonctions de classe C* Exercice 35: L1
Montrer que :

\\\I/,’ xX+y
Exercice 28 : L1Y Vx,ye€ll,+ool, ln(T) =4 /In(x)In(y).

Soit n € N, calculer la dérivée ni®™e de : Exercice 36: ()

f: R - R 1. Montrer que: f:R** — R, x — xIn(x) est convexe.

x — cos(2x)e?* - 2. En déduire que :

1
Vxelo, 1, x*1-x"% ==,
R 2

Exercice 29 : JARY Exercice 37 : (%)

: Arivrd ieme . . . .
Soit n> 2, calculer la dérivée n'*™* de:: 1. Soit f une fonction convexe et majorée sur R. Montrer que f est constante.

2. Donner un exemple de fonction convexe et majorée sur ]0, +oo[ et qui ne soit pas
constante.

l
2

¢: R
x — (x*+De** -
Exercice 38: (x%)

Exercice 30: (x) Soit f: [0,1] — R convexe. Posons :

Soit n € N*, calculer la dérivée ni®™e de : )
8 [0, 3 —- R

f+ R\{-1} — ﬂf x = fxX)+fA-x.
-Xx .
X = T+x Montrer que g est décroissante.



Exercice 39: (x%)
Déterminer toutes les fonctions f : I — R telle que f soit convexe et concave (c’est-a-dire
telle que — f soit convexe).

Exercice 40: (x % %)
n
1. Soitf:I—»Rconvexe.SoientnEN*,xl,...,xn€I,/11,...,/1nE[0,1]telsqueZ/lkzl.

k=1
Montrer I'inégalité de Jensen :

f(zn: Akxk) < Xn: Arf (xx).
k=1 k=1

2. Applications :

(a) Montrer que, pour tout a;, ds, ag € R* :

6
2 3 _ ay+2ax+3as
Maays|———| -

n
(b) Soient neN* etay,...,a, €]0,1] tels que : Y_ a; = 1. Montrer que :
i=1

( 1)2 (n?+1)2
ai+—| =z———.

n
— a; n

i=1
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