PCSI 1 Exercices du chapitre 15:

Polynomes

I Lensemble K[X]

Exercicel: (x)
Déterminer tous les P € C4[X] unitaires tels que :

P(X)=P2-X).

Exercice2: (%)
Déterminer tous les P € R[X] tels que :

P(2X)=2P(X).

Exercice 3: (%)

n n
1. SoitneN,onpose: P=)_ xketQ= > (-1)*x*. calculer:
k=0 k=0

deg(P + Q).

2
n
2. Soitn=2,onpose: P = Z (n) xk etQ=X"+(-1)"n?X" 1+ X" 2 Calculer:

k=0 k

deg(P - Q).
Exercice 4: (x) Déterminer I'ensemble des P € K[X] tels que :

P(X?%) = (X?+1)PX).

II Divisibilité et division euclidienne dans K[ X]

W\,
Exercice 5:
Soit n € N, montrer que :

XX +1)"-nX-1.

Exercice 6: (x%) Montrer que pour tout P € K[X], P— X divise Po P — X.
En déduire les solutions x € R de :

(x> =3x+1)?=3x*>-8x+2.

W\,

Exercice 7: 12 Effectuer la division euclidienne de A par B avec:
1. A=X*+2X3-X+6,B=X3-6X%+ X +4,

2. A=iX3-X?+1-i,B=(1+)X?-iX+3,

W7,
Exercice 8: L3 Effectuer la division euclidienne de A par B avec:

1. A=2X*-3X3+4X?2-5X+6,B=X%-3X+1,

2. A=X3—iX?-X,B=X-1+i,

Exercice9: (%)
Soit n€ N*. Onpose A= X?" -~ X?+1etB=X>-X.
Déterminer le reste de la division euclidienne de A par B.

Exercice 10: (%)

11 6 -24
SoitA=|3 8 -12].
3 3 -7

1. Montrer que A2 —7A+101I3 = 0.
2. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X2 —7X + 10.

3. En déduire A”.

t
Exercice 11: (x%) .

Soient n € N, p € N*, g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de 7 par p et soit
aekK”.

1. Montrer que le reste de la division euclidienne de X" par X? —a est a?X".

2. Calculer le reste de la division euclidienne de X" — a" par X? — a”.

3. Calculer le reste de la division euclidienne de X'? + 8X'! + 5X% —3X* + X? — 5 par
X3-1.
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III Evaluation polynomiale et racines

Exercice 12: (%)
Soit P=3X*+8X%-16X -12.
1. Montrer que :
P=4(X+D*—(X+2)*

2. En déduire les racines complexes de P.
W\,
Exercice 13 : AR
Soit n € N*, montrer que :
X2 -3X+2|(X-2)*"+(X-1)"-1.

Exercice 14: (%)
Déterminer les couples (a, b) € R? tels que :

XP+1X*+ X3 +aX?+bX +1.

Exercice 15: (x%)
Résoudre I'équation d’inconnues P,Q € C[X] :

(X2 -5X+7)P+(X-2)Q=(2X-3).
Exercice 16: (%)
On définit une suite de polyndmes par :
To=1,T) =X,

VneN, T2 =2XTpi1 — T
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de T},.
2. Soit n € N. Montrer que T, est 'unique polynéme vérifiant :

VO eR, Ty, (cosB) = cos(no).

3. Déterminer les racines de T,.
W\,
Exercice 17 :
Déterminer tous les polyndmes de C[X] dont la fonction polynomiale associée est pério-
dique.

W\,
Exercice 18 : yARY
Soit (S) le systeme :

3x+4xy+3y -5
{ x-2xy+y = 5
1. Déterminer la valeur de la somme s = x + y et du produit p = xy de tout couple (x, y)
de solutions de (S).
2. Résoudre (S).

IV Dérivation dans K[ X]

NP
Exercice 19: L1
Soit n = 1. Soit P un polynéme de degré n.
Déterminer le degré des polynomes Q = X>P'+ Pet R= XP' +P.

Exercice 20: (%)
Déterminer les polynémes P € R[X] tels que :

XP"+X?P' =2Xx% - X% +2X.

Exercice 21: (x%)
Déterminer I’ensemble des P € R[X] tels que :

X?pP"+2XP' -2P=0.

Exercice 22: (x)
Pour tout n €N, on pose :

Ly(X) = P ot P, = (X -1)".

2"n!
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de L,,.
2. Calculer L, (1) et L,,(—1).

Exercice 23 : (x*)
Soit P € C[X] \ {0}, soit n = deg P. Montrer que les sommes des zéros de P, P/, ..., pn-
forment une progression arithmétique.

W\,

Exercice %4 :
Soit P = Z aka € K[X]. Montrer que :
k=0

Yk e [0, n], P®(0) = klay.

W\,
Exercice 25 : yARY Soit n € N*, montrer que :

n-1 2
(X_l)2|(z Xk) _nZXn—l
k=0

et
X =13 nX"? - (m+2X"" +(n+2)X - n.



Exercice 26: (%)
Soit n e N tel que n = 2. On pose :

p=Y =,
L

1. Calculer P(X) - P'(X).
2. Montrer que toutes les racines complexes de P sont simples.

Exercice 27 : (x%)

Soient a, b e C tel que b #0.

Trouver les polyndmes de degré 5 tels que P(X) + a soit divisible par (X + b)? et P(X) — a soit
divisible par (X - b)3.

W\,
Exercice 28: L1V Soit P = X10—25x6 +48X% — 25X* + 1 € C[X]. Montrer que 1 est racine
de P et déterminer son ordre de multiplicité.

N
Exercice 29: =<
Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" — 1 par (X —3)2.

Exercice 30: (x x %)
Déterminer les entiers n € N\ {0, 1} tels que P = (X — 1) — (X" — 1) ait une racine double.

Exercice 31: (x) Soit P e R[X].
Montrer que si P est scindé et deg(P) = 2 alors P’ est scindé.

V Polynomes irréductibles

Exercice 32: (%)
1. Déterminer tous les Q € R[X] tels que :

QX +1) =Q(X).
2. Déterminer tous les P € R[X] tels que :
(X+4)P(X)=XP(X+1).

Exercice 33: (x%)
Soit P € C[X] tel que degP = 2. Montrer que I'application C — C, x — P(x) n’est pas injec-
tive.

Exercice 34: (%)
Soit P e C[X] tel que :
P(Xz) =PX-1DPX+1).

1. Montrer que si a est racine de P, il existe une racine de P dont le module est stricte-
ment supérieur a |a|.

2. En déduire le polyndme P.

Exercice 35: (x*)

1. Soit n e N*, soit P, =Y} _o X k Déterminer la décomposition en polynomes irréduc-
tibles dans C[X] de P;,.

2. En déduire, pour tout n € N*, la valeur de :

no . kn
[] sin
k=1 n+1
W\,
Exercice 36 : |
Factoriser dans R[X] les polynomes suivants :

1. P=X*+2X2%2-3,
2. Q=(X’+1)?+(X?-X-1)>

N

Exercice 37 : JARY Factoriser dans R[X] les polyndmes suivants :
L (X2-X+1)?%+1,
2. X3-5X2+3X+9,
3. (X2-X+22+(X-2)?
4. 6X5+15X*+20X3 +15X% +6X + 1.

Exercice 38 : (%)
Factoriser dans R[X] le polynome P = X* — 14X? + 24X — 8 sachant qu’il admet une racine
multiple.

Exercice 39: (x) Donner la décomposition en facteurs irréductibles dans C[X] puis dans
R[X] de:

P=X"-1

L1
Exercice 40: (%) .

Soient n € N* et a € R\ nZ. Factoriser dans R[X] le polynéme :

X?"—2(cosa) X" + 1.



VI Introduction ala décomposition en éléments simples

W\,

Exercice 41: 1Y Déterminer une primitive de :

x2+1
(x-1x-2)(x-3)°

f:x
Exercice42: (x) Déterminer une primitive de:

13
(x—-1(x2+4x+8)°

fix

Exercice43: (x) Déterminer une primitive de :

Pad

fix—

x4-1
Exercice 44 : (%)

Soit n € N*. Déterminer la décomposition en éléments simples de :

n!
XX-1)..X-n)

Exercice 45: (%)
1. Décomposer en éléments simples :

3X+8
X(X+2)

2. Soit n €N, calculer:
3k+8

k(k+2)2k"

=Y T
3. En déduire la limite de la suite (S;,).

Exercice 46: (x*)
Soit n € N*, soient x1, ..., x; € R* deux a deux distincts, soit A € R*. Posons :

n
P=2]](X-xp.
k=1
1. Montrer que :

Vkell,nl,P'x)=42 ] (@e—xp.
Jjell,n]\{k}

2. En déduire que la décomposition en éléments simples de % est:

1 & 1
_ZZ

S P (X = xp)

3. En déduire que :
1
ka’(xk) CPO)

s
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