PCSI 1 Exercices du chapitre 25:
Espaces préhilbertiens réels

I Produit scalaire

W\,
Exercice 1: 1
Soit:
@: RAX]IxRa[X] — R

(BQ) — PEDOED+POIQO)+PMQD).

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur Ry [X].

W\,

Exercice 2:
On pose :

VPQeR,[X], (PIQ) = ZP(’C)(I)Q”C)(I).
k=0

Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur Ry [X].

II Norme associée a un produit scalaire

W\,
Exercice 3 : 1&1’
Montrer que :
Vx,y,z€E, [x—zlI* <2(lx - ylI* + Iy - zII%).

Exercice 4: (%)
Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel. On pose :

Vxe EN{O}, f(x) = ix ”2

1. Montrer que :
llx =yl

Il Iyl

Vx,ye ENOL I f(x) = f(»l =
2. Soient a, b, ¢, d € E, montrer que :
la—cl.lb-dll<lla-bl.lc=dll+b-cl.la-dl.

Il s’agit de I'inégalité de Ptolémée.

L1
Exercice5: (x) *

Soit n € N*, soient xj,...,x, € R** tels que Y., xi = 1. Montrer que :
L |
Z —=n
o X

Etudier le cas d’égalité.

Exercice 6: (%)
Soient a < b, soit f € C([a, b],R) telle que f ne s’annule pas sur [a, b].
Montrer que :

b
ndt.| ——dt=(b-
faf() ff() (b-a)?.

Exercice 7: (%)

Soit f une fonction continue et strictement positive sur [0, 1]. Montrer que :

(Llf(t)dt)zs(folf(t)3dt)(f01%dt).

Exercice8: (x) Montrer que:
2

n

2

<n ) lxl?.
k=1

vneN*, Vxi,...,x, €E,

n
> Xk
k=1

Exercice 9: (%x%)
Soit f € Co([0,1) positive. Soit A = fol f- Montrer que :

1
\/1+A25f 1+ f(x)2dx<1+A.
A V31+f
Exercice 10: (%)

On consideére I'espace E = C' ([0, 1], R) et on pose :

1
Vf,g€E, <f,g>=f(1)g(1)+f0 fling'dtr.

1. Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur E.
2. Etablir que:

1 2 1
VfeE, (f(1)+f f’(t)dt) sz(f(1)2+f f’(t)zdt).
0 0
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III Orthogonalité

Exercice 11: (xx%)
Soit E un espace préhilbertien. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :

(F+G)*=F-nGH,
Ft+Gtc(FnG) .

Exercice 12: (xx) Onmunit E = C°([0, 1], R) du produit scalaire défini par :

1
Vf,8€E, (flg) =f0 f8.

On considére 'espace vectoriel H = {f € E, f(0) = 0}.
1. Soit f € H-.Onpose g: t— tf(1). Que peut-on dire de f et g2 En déduire que f = 0.
2. Endéduire H' et H+.

Exercice 13: (% %)
Déterminer I'orthogonal de 'ensemble des matrices diagonales D, (R) pour le produit sca-
laire usuel de M, (R).

Exercice 14: (%x%)
On considere I'espace E = R,[X], et on pose :

1
<PQ >=f P(HQ(Ddr.
0

Pour tout 0 < p < n, on pose Qp(X) = XP(X -1)P et Ly (X) = Q;,p).
1. Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur E.

2. Montrer que L, est un polyndme dont on précisera son degré et son coefficient do-
minant.

3. Calculer par intégration par parties < Ly, L; > pour p # q. En déduire que (Lo,...,Ly)
est une base orthogonale de R, [X].
4. Déterminer enfin la norme euclidienne de L.

W\,
Exercice 15: =l
Orthonormaliser pour le produit scalaire canonique la famille de R :

uy = (]-) ]-,0)y Uy = (1,0, ]-), us = (0, lr ]-)

W7,

Exercice 16: L1 Orthonormaliser, pour le produit scalaire usuel, la base suivante de R* :

uy = (0) 1)17 1)r Uy = (1y0) 1) 1)) us = (1) 1y0) 1)7 Uy = (lr 1) 1,0).

Exercice 17: (x) Soit n e N* et soit E =R,[X]. On pose :

1
VPQEE, (P|Q) =f P(HQ(pdt.
-1
1. Montrer que (.|.) défini un produit scalaire sur E.

2. On pose n = 3. Orthonormaliser la base canonique de E pour le produit scalaire (.|.).

Exercice 18: (%)
Montrer que I'application suivante est un produit scalaire sur R :

RExR — R
((e1,x2,%3), (Y1, ¥2,¥3)) = (x1=2x2)(y1 —=2¥2) + X2 Yo + (X2 + x3) (Y2 + ¥3)

Orthonormaliser pour ce produit scalaire la base canonique de R®.

Exercice 19: (%)
p: R[X? — R

2
(BQ ~— Y PQU)

k=0
1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire.

On définit

2. Donner une base orthonormale de R, [X] pour ce produit scalaire.

IV Bases orthonormées d'un espace euclidien

NP
Exercice 20 :
Soit E un espace euclidien, soient f,g € L(E) tels que fog = go f. On suppose que les
matrices de f et de g dans une base orthonormée sont respectivement symétriques et an-
tisymétriques.
Montrer que :

Vx€eE, (f(x)gx)) =0,

et
VXeE I(f-g@I=1(f+gxl.

Exercice 21: (xx) Soit ne€N”* etsoientey,...,e, € E tels que :
2 2
Vie[l,n],llell=1letVxeE, [lxII*= ) (exlx)*.

k=1

Montrer que (ey, ..., e,) est une famille orthonormale de E, puis que c’est une base de E. En
déduire que E est de dimension finie.



Exercice 22: (x%)
Soit E un espace euclidien et ¢ € L(E) tel que :

Vx,y€E, (X)) = (x]y).

1. Montrer que :
ker(p —idg) =Im (@ — idg)*.

2. Montrer que :
((p— idE)z = OE(E) —@p= ldE

V Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension
finie
W7,

Exercice 23 : |
Soit Ry [X] muni du produit scalaire défini par :

2

VBQeR:[X], (PIQ) = Y. PP 0)QP(0).
k=0

Déterminer le supplémentaire orthogonal de F = Vect (1 + X, X?).
W\,
Exercice 24: =lJ
On se place dans R* muni du produit scalaire usuel.
On pose :
F={(xy2z1) eR?, X+y+z+t=0,x—y+z—-1t=0}.

Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F.

W\,
Exercice 25: L1
On se place dans R* muni du produit scalaire usuel.
On pose :
F={(x,y,2,) R, x+2y+32+4t=0,x+3y+5z+7t=0}.

Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F.

W\,
Exercice 26 : |
Soit E un espace euclidien. Soit u € E\ {0} et soit H = (Vect (u))*. Soit p la projection or-
thogonale sur H et s la symétrie orthogonale par rapport a H, c’est-a-dire la symétrie par
rapport a H parallelement a H+.

1. Montrer que:
(x|u)
VxeE, p(x)=x— Wu
u

2. Montrer que :
(x|u)

VxekE, s(x)= x—2—2u.
[l el
Exercice 27 : (%)
Soit (ey, ..., e,) une base orthogonale de E.
Montrer qu'il existe u € E \ {0} tel que les projections orthogonales de e;,..., e, sur Vect(u)
aient toutes la méme norme.

Exercice 28 : (x%)
Soit p un projecteur de E espace vectoriel euclidien. Montrer que p est une projection or-
thogonale si et seulement si :

VxeE, lIp(x)l = lxl.

Exercice 29: (x) On considére R* muni de sa structure euclidienne canonique.
On pose F = Vect(ey, e2), avec e; = (1,0,1,0) et e, = (1,-1,1,-1).

Déterminer une base orthonormale de F.

Déterminer 'orthogonal de F.

Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur F dans la base canonique.
Calculer la distance du vecteur (1,1,1,0) a F.

- wN e

Exercice 30: (%)
On se place dans R* muni du produit scalaire usuel.
Onposex=(2,2,3,4) et F={(x,y,2,1) € R4, Xx+2y—3z+t=0}. Déterminer :

d(x,F).
Exercice 31: (%)
Soit Ry [X] muni du produit scalaire défini par :

2
VRQeR:(X], (PIQ) =Y PP1)QP ).
k=0

On pose U = X? — 1. Calculer :
d(U,R[X]).

Exercice 32: (x%) Soit E = R[X]. On définit :

1
VRQEE, (P|Q)=f P(Q(1)dL.
0

1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur E. E est-il un espace euclidien?
2. Déterminer une base orthonormée de R, [X] pour ce produit scalaire.
3. En traduisant ce probléme en termes de distance a un sous-espace, calculer :

min

1
f (t?> — ar—b)%ds.
(a,b)EIR2 0



Exercice 33: (x%)
On se place dans R3[X] muni du produit scalaire suivant :

3 3 ) 3
() a;iX',) biX')=) ab;.
i=0 i=0 i=0
On pose F = {P e R3[X], P(1) = 0}. Déterminer :
dX3+2X*-X+1,F).

Exercice 34: (x%)
On munit M, (R) du produit scalaire usuel.

Soit U la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

Soit M € M, (R).

Calculer :

inf |M-al, —bU]|.
(a,b)eR2

Exercice 35: (xx%)
On note E =C([-1,1],R) muni du produit scalaire (.|.) défini par :

1
Vf,g€E, (flg) =f_1fg'

On note |.|| la norme associée a (.|.) et d la distance associée a ||.||.
Soit I (resp. P) 'ensemble des fonctions impaires (resp. paires).
1. Montrer que I et P sont deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires orthogo-
naux dans E.

2. Soit f:[-1,1] - R, x— ﬁ Calculer d(f, P).
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