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Exercices du chapitre 26 :

2025/2026

Séries numériques

I Convergence et divergence

W\,
Exercice 1:
Etudier la nature de la série :
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Exercice 2 :
Montrer que la série suivante est convergente et calculer sa somme :
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Exercice3: ()
Montrer que la série suivante est convergente et calculer sa somme :
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Exercice4: (xx%)

Montrer que la série suivante est convergente et calculer sa somme :
6"
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II Séries a termes positifs

W\,
Exercice 5: LN

Soient ) up et Y v, deux séries réelles convergentes, soit ) wj, une série réelle telle
n=0 n=0 n=0
que:

VneN, u, <w,<v.
Montrer que Z w;, converge.
n=0
Exercice 6: (%)
Soit (u,) une suite de réels positifs telle que }_ u, converge. Etudier la nature de la série de
terme général :

VneN, v, =+vuplzy,.

Exercice 7: (x%) Soit (u,) une suite décroissante a termes positifs telle que la série }_ u,,
converge. Montrer que :
lim nu,; =0.
n—+oo
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Exercice 8: (x%) .
Soit (a;,) une suite de réels strictement positifs. On pose :

an
1+ag)...A+ay)

VneN, v, =

1. Montrer que la série }_ v, converge.
2. Montrer que :
+00
vy =14 a, diverge.
n=0
Exercice 9: (%)
Soit (uy) nen une suite de réels strictement positifs. On suppose que :

Un+1
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n—+oo Uy,

=1

1. (a) Sil>1, montrer que Z u, diverge.
(b) Sile€[0,1[, montrer que Z u, converge.
Ce résultat est appelé le critere de D’Alembert.
2. Etudier alors la nature des séries de terme général :
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(b) VneN", u, =
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(d) YrneN*, u, = on

Exercice 10: (%) Soit (u;) une suite de réels strictement positifs. Etudier, selon la nature
de Y u, la nature de la série de terme général :

Un

VneN, v, = .
1+u,



Exercice 11: (xx%)
Soient (u,) et (v,) deux suites de réels positifs, telles que (v,) ne s’annule pas a partir d'un
certain rang. On suppose que Uy ~ Uy.

1. Si ) v, converge, montrer que :

+00 +00
Z U ~ V.
k=n k=n

2. Si ) v, diverge, montrer que :
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Exercice 12:
Déterminer la nature de la série de terme général :

nin

Vnel\l*,unzf Vsinxdx.
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Exercice 13: L3
Etudier la convergence des séries de terme général :

T
1. u,=(0-cos—)(n n)1000
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2. vp=Vm3+an—Vn2+3, ack.
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Exercice 14 : 1Y
Etudier la nature de la série }_ u,, dans les cas suivants :
1

l. up=—5-"-"—
n?2—Inn’
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2. Uup=n-sin—,
n

1

3. Up =n.sin—.
n
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Exercice 15: L1 Etudier la nature de la série de terme général :

vneN*, u, =2In(n®+1) = 3Inn?+1).

Exercice 16: (%)
Etudier la convergence des séries de terme général :
Inn

L. Uup=—r
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Exercice 17: (x%)

1. Soit @ €]0,1[. On pose:

LA
vneN*, S, =) —.
=k
Déterminer un équivalent de (Sy).
2. Soita > 1. On pose :
+00 1
YneN*, R,= ) T
k=n+1

Déterminer un équivalent de (R).

Exercice 18: (x%) Soit p € N, étudier, selon la valeur de p la nature de la série de terme
général :
N+21+---+n!

vVneN, u, = 1+ )]

Exercice 19: (x*)
Déterminer, pour «a € R fixé, la nature de la série de terme général :

n 1
VneN* up, =y ——————
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Exercice 20: (x*)
On considere la suite (u,) ;en+ définie par :

vneN*, u, = i ! Inn
T =1 V1+Kk? ‘
Montrer que (i) nen+ €St convergente.
t
Exercice 21 : (x*) .
Montrer qu’il existe y € R tel que :
i ! =lnn+y+ ! +o(1)
=k LA n)

Le réel y est appelé la constante d’Euler.



Exercice 22: (x%)
Soit (u#,) une suite de réels positifs. On suppose que la limite suivante existe :

In+

A= lim .
n—+oo Inn

Montrer que si A > 1, la série )" u, converge et si A < 1, la série }_ u,, diverge.

Exercice 23 : (x % %)
+oo0 ¢(n)

Soit ¢ :N* — N* injective. Montrer que la série }.;%7 =5~ diverge.

III Séries absolument convergentes

W\,
Exercice 24: L1J
Etudier la nature de la série }_ u,, dans les cas suivants :
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2. Uy = cosn(l —cos—),
n
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3. un—7,
i _ (1+mn)sin(n)
. Up = 2

Exercice 25: (%)
Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :

1. Vnel\l*,unz\/n4+2n+1—\/n4+kn,of1k€l\l,

2n n
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2. VneN*, u, =

Exercice 26: (x*)
1. Démontrer la regle de Raabe-Duhamel : soit a € R, soit (u#,) une suite a termes stric-
tements positifs telle que, au voisinage de +o0:

Un+1 1

Un 1+%+O(#)

Montrer qu’il existe A > 0 tel que, au voisinage de +oo:

A
un~ﬁ.

2. Soient a, b € R", soit u, la suite définie par up=1et:

Upsl  N+a

VneN, .
Uy n+b

Déterminer la nature de la série ) u,,.

Exercice 27 : (x%)

1. Soit (u#y) une suite de réels strictement positifs, décroissante et convergeant vers 0.

n
On considere la suite (S,,) définie par S, = Z (—l)kuk pour tout n € N*.
k=1
(a) Montrer que les suites (S2,,) et (S2,+1) sont adjacentes.
(b) En déduire que la série }.(—1)"u, est convergente.
Ce résultat est appelé le critere spécial des séries alternées.

2. Applications:

="
n%
(b) Etudier la nature de la série de terme général :

1 1
vneN*, u,=D"[Q+-)"- —),
n e
(c) Etudier la nature de la série de terme général :
3
n’+ 1)
n2+1)
(d) Etudier la nature de la série de terme général :

(a) Soit a € R. Etudier la nature de la série

VneN, u, = sin(ﬂ

(n+D7 gin x

VnEN*,un:[ X.
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