PCSI1

Exercices du chapitre 27 :

2025/2026

Fonctions de deux variables

I Ouverts de R?, fonctions continues

W\,
Exercice 1: =<
Soit a > 1. On pose :
f: RZ — R
xy2 .
(x,y) — e Sty #(0,0)
0 sinon.

1. Pour quelles valeurs de a la fonction g: t — f (¢, t) est-elle continue en 0?
2. Pour quelles valeurs de a la fonction f est-elle continue en (0,0) ?

NP

Exercice2: 13
Etudier l'existence et la valeur éventuelle d’'une limite en (0,0) pour les fonctions f sui-

vantes :

0y
1. » = =
&y P
1+x+y
2. f(X,J/)=Ty2,
sinx —
3. flry) =Y
x—siny
W\,

Exercice 3 : AR
Etudier la continuité des fonctions suivantes de R? dans R :

2_ 2 .
1. f(x,y)= ;Tyz si (x,y) # (0,0)
0 si (x,¥)=1(0,0)

L siy#0

2. y = y ,

fo,y { ¢ syoo
3. f(x y) = x;Cj—JJ//Z si (x, J/) #(0,0)
0 si (x,y) =(0,0)

Exercice4: (x)
Déterminer I'ensemble de continuité des applications f de R?> dans R suivantes :

24 2)gin L : 0
1. f(x,y)={ x y)smxy s¥xy7_é )
0 sixy=0
e*—ev :
six
2. f(x,y):{ x-y ! ;éy‘
e six=y

II Dérivées partielles

W\,

Exercice 5: |
Si elles existent, calculer les dérivées partielles premiéres en (0,0) des fonctions suivantes :

si (x,y) #(0,0)

xs_ys
1. flx,y)=4 *¥*+y° ,
Jloy { 0 si (x,y) =(0,0)

xsiny—ysinx .
2. flx,y ={ X2+ )2 St (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) =(0,0)
_ [ @y sty £0,0)
> f(x’y)_{ 1 si (x,3) = (0,0)
W7,

Exercice 6: |
Soient ¢ : R — R continue et f : R?> — R définie par :

y
Vx,yelR,f(x,y)zf (x—tep(t)dt.
0

Montrer que f est de classe C! sur R? et calculer ses dérivées partielles premieres.

Exercice 7: (%)
Les fonctions suivantes sont-elles de classe C! au point (0,0) ? Si oui, calculer leur gradient

en ce point.

—L_ si(x,3) #(0,0)
1. flx,y)= x2+y?
0 si (x,y) =(0,0)

SIS e 1) #(0,0)

2. f(x,y)={ Vat+y?
0 si (x,y) =(0,0)



Exercice 8: (x*)
On pose U =R?\ {(0,y), y € R*}. Soit f: U — R définie par :

0 siyeR™™
f, =4 y* si(x,y)eR™xR" .
y® si(x,y) eR* xRY

1. Montrer que U est ouvert et que f est de classe C! sur U. Calculer & ax et gg.

2. Lafonction f est-elle constante par rapport a x sur U ? Expliquer.

Exercice 9: (% x x)
Etudier et simplifier la fonction f de R? dans R définie par :

1-xy

VIt xZ+yZrx2y?

f(x,y) = Arccos

Exercice 10: (%)
Soit f la fonction de R?> dans R définie par :

v ;
fay=4 @7 8 (x,y) #(0,0)
0 si (x,y)=(0,0)
of of
Si elles existent, on appelle dérivées partielles secondes, les dérivées partielles de 35 et a
et on note :
7o) 5t =3 o) sy ) s 51
0x2  ox\ox 6y 6y oy 6x6y dx oy ayax Gy 0x

1. Montrer que f est de classe C' sur R?.
2. Montrer que f admet des dérivées partielles d’ordre 2 en tout point. Comparer
a Yoy (0 0) et

0y

02 f .
3. Lafonction 3yox est-elle continue?

III Dérivées partielles et composées

\\ l //
Exercice 11: |
Soit f € C'(R?). On pose :

VieR, g(f) = f(2t,1+ 7).

Calculer g'.

W\,
Exercice 12: |
Soit f de classe C! sur R?. Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :
1. (x, ) — xf(x, ),
2. ()= fx+y,x-y),
3. () =y, f(x,x),

4. (x,3)— f(xy, %)

Exercice 13: (x*)
Soit D ={(x,y) € R2, x > 0}. On recherche toutes les fonctions fe Cl(D,R) telles que :
0 0
£, o

V(x, D, x— +
xy)e xax y@y

1. Vérifier que ¢: (x,y) — % est solution du probléme.

2. Soit g € C}(R,R), montrer que g o ¢ est solution du probleme.
3. Soit f une solution, montrer que f(u, uv) ne dépend que de v.
4. Donner I'ensemble des solutions.

Exercice 14: (x%)
Déterminer I'ensemble des fonctions f de classe C L de R%\ {(x,0) € R?, x < 0} dans R telles

que:
6 6
YLk,
Oy ax
oukeR.
On pourra poser g : (1,0) — (r cos8, rsinf) et étudier

Existe-t-il une solution continue sur R??

(ng)

IV Extremums

N
Exercice 15: L1~
Déterminer les extremums locaux et globaux de :

f: R - R
Xy — FA+pP+yh

NP
Exercice 16: =<
Déterminer les extremums locaux et globaux des applications f suivantes :

LI R> - R
(x,y) = x?’+xy2—xzy—y3

f: R - R
x,y) — (x+ y)2 +x*+ y4



Exercice 17: (%) 2. fr R - . Rz 5
Déterminer les extremums locaux et globaux des applications f suivantes : (x,y) — 2x"=3x7y+y
fr B - R f: R - R
2 2., .2 3. 2 2y -
(x,y) — x*+x+y-D+y (x,) — x*y+In(1+y?)
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