Probléeme : Matrice et déterminant de Gram

Dans tout le probléeme, E désigne un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté (.|.).
Partie 1 :

1. Soient u, v € E. On note :

(ulw)  (ulv)

Gram(u,u):( Wl Wl

) et G(u, v) = det(Gram(u, v)).

Montrer que G(u, v) = 0. A quelle condition a-t-on G(u, v) =0?
2. Soient u, v, w € E. On note :
( (wlw)  (ulv) (uw) )
Gram(u,v,w)=| wlw) wlv) @wlw)
(wlw)  (wlv)  (wlw)

et G(u, v, w) = det(Gram(u, v, w)).

(a) On suppose, dans cette question, que w est orthogonal a u et v.
Exprimer G(u, v, w) en fonction de G(u, v).
(b) On suppose, dans cette question, que w est combinaison linéaire de u et v.
Calculer G(u, v, w).
(c) On suppose, dans cette question, que w = ¢+ n avec ¢t combinaison linéaire de u et v, et n orthogonal a u et v.
Montrer que :
G(u,v,w) = IInIIZG(u, V).

(d) Etablir’équivalence :
(u, v, w) libre ssi G(u, v, w) # 0.

Partie 2 :
Soit n = 2, soient uy,...,u, € E.
On pose :
Gram(uy,..., un) = (Wilu)); jeqy y € Mn(®)
et G(uy,..., uy) =det(Gram(uy, ..., uy)).
1. Montrer que sila famille (uy, ..., u,) estliée, alors G(uy,..., u,) =0.
2. On suppose, dans cette question, que la famille (uy, ..., u,) estlibre.

Soit (ey, ..., e;) une base orthonormée de Vect (uq, ..., U,).

Soit A = (a;,;) la matrice de passage de la base (ey,...,e,) alabase (uy,..., un).
(a) Exprimer (u;|uj) al'aide des coefficients de la matrice A.
(b) Montrer que Gram(us, ..., u,) = 'AA.
(¢) En déduire que:

G(uy,...,un) >0.
3. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p et soit (e, ..., ) une base de F. Soit x € E.

(a) Enécrivant x = y+ navec y € F et n € F1, montrer que :

d(x, F) = nll.

(b) Montrer que :
Gley,...,ep, X)

dxF)= Gler,...,ep)

Partie 3 :

1. Onpose:
1

VP QEeR[X], (B Q) =f0 P(QMdr.

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].



2. Désormais, on munit R[X] de ce produit scalaire et on note (P|Q) au lieu de ¢ (B, Q) le produit scalaire de deux éléments
P et Q de R[X].
On pose:

1
d= inf | (*-(at+b)?dt.
a,beR Jo

(a) Interpréter d al’aide de la distance d'un vecteur a un sous-espace vectoriel de E a préciser.
(b) Calculer les déterminants :

et

W= =

DOt | =

QO N | et | 1t
=N [ =
QU= [0 =

(c) Donner lavaleur de d.
Partie 4 :

Soient p € N*, soient aj, ..., ap, by,..., by € Rtels que:
Vie [[l’p]]’ ai >0r biZO)
Vi, jel[Lplli# = bi#by.

Onnote Cy(ay,...,ap, by,...,bp) le déterminant de la matrice :

e M, (R).
(ai +bj ) r®
On considere la fraction rationnelle : .
7, (x-ap
FX)=—————.
[T, (X +Dby)
On admet que la décomposition en éléments simples de F est :
oA
F(X)= :
X l; X+b;
avec: b
. aj + D;
vie[Lp a= [T 251
JellLplnay =0 %
1. On note D le déterminant d’ordre p :
1 1
al‘{bl “1+f7p71 F(dl)
_ az+b; te a2+bp_1 F(az)
1 1 '
(lp+b1 ap+bp71 F((lp)

En calculant D de deux facons, montrer que :
p-1
1177, (a; + by)

F(ap)cp—l(aly-")ap—lybly"'ybp—l): 1
Hle (bp_ b;)

Cplay,...,ap, by,..., by).

2. En déduire que :
[h<i<j<p(aj—alli<i<j<p(bj — bi)

[li<i,j<p(ai+bj)

Cp(al,...,ap,bl,...,bp)z

3. (a) Calculer:

1 1 1 1
1 2 3
111 e
2 3 1 +1
T S T

Ap=] 3 4 5 p+2
1 1 1 1
p p+1 p+2 2p-1

(b) En déduire la valeur de :
1 . )
Uy = inf f (t”—(an_lt"_ +-'-+a1t+ao)) dt.
(ag,...,an-1)€R™ Jo

On donnera une expression faisant apparaitre des factorielles.
(c) Quelle estlalimite de (u,)?



