Polynomes d’interpolation de Lagrange

Probléeme11:

1. Dans cette partie, on se fixe n € N* et on se donne ay, ..., a, des réels deux a deux distincts.
On définit pour tout i € [1,n] :

[I x-ap
jell,nl\{i}
=
(a; — aj)
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Les polynémes L,..., L, sont appelés les polyndmes d’interpolation de Lagrange aux points xi, ..., X,.
SiietkeN,lesymbole de Kronecker est noté §; . = { (1) :i i f l]z
(@) Soiti€[1,n], déterminer le degré de L;.
(b) Montrer que :
Vi,ke[l,nl, Li(ar) =6;k

n
(c) Soit P € R,_1[X], monter qu'il existe un unique (A4, ...,A,) € R” tel que P = Z AiL;.
i=1

Déterminer la valeur de (A4, ...,1,).
(d) Déduire des questions précédentes que pour tout (xy,...,x,) € R”, il existe un unique polynéme Q € R,_; [X] tel

que pour tout k € [1, n], Q(ag) = x.

n
(e) Onpose ® =[] (X - ag).
k=1
i. Montrer que:
Vie[1,n], ®'(a;) #0.

ii. Soit (x1,...,x,) € R™. Soit Q le polynéme défini a la question 1.d.
Montrer que :

[T x-ap
o Jelbang
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2. Si f estune fonction continue de [—1, 1] dans R, justifier I'existence de n[1a1x1 ]I f@l.
te[—1,

3. Pour une fonction continue f:[-1,1] — R, on notera || f||oo = H[lalxulf(t)l.
te[-1,

Dans cette partie, on fixe n € N* et on se donne f: [-1,1] — R de classe C".

On se donne ay,..., a, des éléments de [—1, 1] deux a deux distincts.
On note P 'unique polynéme de R,,_; [X] tel que :

Vie[l,nl, Pla;) = f(a;)

(on a prouvé l'existence et l'unicité dans la partie précédente).
n
Onnote ® = [ (X —a;).
i=1
(@) Soitg:x— f(x)—P(x)—Ad(x), A € R. Dans cette question, on fixe t € [-1,1]\{ay,..., a,}.
i. Montrer qu'il est possible de choisir A tel que ¢(#) = 0. On fixe ainsi A dans la suite de cette question.
ii. Montrer que ¢ s'annule n+ 1 fois au moins sur [—1, 1]. En déduire que ¢’ s’annule au moins # fois sur [-1, 1].
iii. En déduire que ¢ s’annule au moins une fois sur [~1,1]. On note a un réel de [—1,1] oi1 " s’annule.

(n)
! nf“) o(1).

M
(b) Déduire de la question précédente que pour tout t € [-1,1], | f(£) — P(#)| < —'"|<I>(t)|, ou M, = ||f(”) lloo-
n!

iv. En déduire que f(t) — P(¢) =




