
Problème : Formule de Stirling

On souhaite prouver la formule de Stirling :
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1. On considère les suites définies par :

∀n ∈N∗, un = n!p
n
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et vn = ln(un).

(a) Déterminer un équivalent de vn+1 − vn .
(b) En déduire que la suite (vn) converge.
(c) Montrer qu’il existe k > 0 tel que :
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2. On souhaite prouver maintenant que k =p
2π.

On considère les intégrales de Wallis définies par :

∀n ∈N, In =
∫ π/2

0
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(a) i. Calculer I0 et I1.
ii. Montrer que :

∀n ≥ 2, In = n −1

n
In−2.

iii. Soit p ∈N. En déduire les expressions de I2p et I2p+1 en fonction de p.
(b) i. Montrer que :

∀p ∈N∗, I2p+1 ≤ I2p ≤ I2p−1.

ii. En déduire que :

lim
p→+∞
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= 1.

iii. En déduire que :
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3. Montrer que :
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4. Conclure.

5. Application : montrer la convergence et calculer la somme de la série
∑

un avec :

∀n ∈N∗, un = n ln
2n +1

2n −1
−1.
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